Réponse : 


a) En remplaçant la première colonne de M (a,b) par la somme de toutes les colonnes de 
M (a, b), et en notant c = a + (n — 1)b, on obtient : 
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En soustrayant la première ligne de toutes les autres lignes, on obtient : 
ce b Di ur céxs b b 
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d’où D (a,b) = (a+ (n—1)b) (a —b}""*. 
b) On à Py (X) = det (M (a, b) — XI) = det (M (a — X,b)), et la question précédente donne 
Pu(X) =(a— X +(n—1)b) (a — X —b}""!. Ainsi : 
Pu(X)=(-1)"(X-a-(n—1)b)(X —a+b)"!. 
La matrice M (a,b) admet donc deux valeurs propres distinctes si b 2 0. Ce sont (a — b) + nb 


avec la multiplicité 1, et a — b avec la multiplicité n — 1. Si b = 0, M(a,b) ne possède que a 
comme valeur propre de multiplicité n, et c’est la matrice d’une homothétie de rapport a. 


c) La matrice M — M (a,b) est inversible si et seulement si son déterminant n’est pas nul, 
c’est-à-dire lorsque c £ 0 et a Z b. Le Théorème de Cayley-Hamilton montre que Py (M) = 0. 
Si l’on appelle À = (a — b) + nb et | = a — b les valeurs propres de M, on a donc : 


(M-X,)(M-ul,)" 7 =0. 


Par suite : : 
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L'expression n’est pas vraiment belle. On peut tout de même écrire que : 
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Cela nous donne une expression de M! : 


(1)! = 
M1 = (ur + Pat) 


= 
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